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II. Das Skalarprodukt

1. Die Definition des Skalarproduktes

A. Definition des Skalarproduktes

Ein Wagen wird gleichméBig von einem
Pferd iiber einen Sandweg gezogen. Dabei
wird eine Kraft in Richtung der Deichsel
aufgebracht, die sich durch den Kraftvek-
tor F darstellen lsst.

Der zuriickgelegte Weg lésst sich ebenfalls
vektoriell durch den Wegvektor 5™ darstel-
len. Beide seien im Winkel y gegeneinander
geneigt.

Die hierbei verrichtete Arbeit W errechnet
sich als Produkt aus Kraft und Weg, genau-
er gesagt als Produkt aus Kraft in Wegrich-
tung F_ und Weglinge s.

F, lasst sich im rechtwinkligen Dreleck mit
H1lfe des Kosinus darstellen als IF | - cosy,
und s ldsst sich darstellen als Betrag des
Vektors 5, d. h als | 5°|. Dies fiihrt auf die
Formel W |F | -S| - cosy, deren rechte
Seite eine gewisse Art von Produkt der Vek-
toren F und 5" darstellt.

Das Ergebnis dieses Produktes ist die
Arbeit W, die kein Vektor, sondern eine
reine Zahlengrofe ist. In der Physik be-
zeichnet man eine Zahlengrofle auch als
Skalar und deshalb nennt man das Produkt
|F| K cosy auch Skalarprodukt der
Vektoren F und . Man verwendet fiir den
Term |F |-]57]- cosy dle symbohsche Pro-
duktschreibweise F -

Ubung 1 Skalarprodukt

,,Arbeit = Kraft - Weg*
Arbeit =

Kraft in
Wegrichtung

- Wegliange

Das Skalarprodukt
(Kosinusform)

—>

b
2 und b seien zwei Vektoren und Y
der Winkel zwischen diesen Vektoren
(0° <y £180°).
Dann bezeichnet man den Ausdruck
2-b=121-1b1 cosy
als Skalarprodulkt von @ und b.

Bestimmen Sie das Skalarprodukt der Vektoren @ und b . Messen Sie die benotigten Langen und

Winkel aus.

a) \ b) B

Sy
v

\a
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Ziel der folgenden Uberlegungen ist die Gewinnung einer vektor- und winkelfreien Darstellung
des Skalarproduktes von Spaltenvektoren.

Wir betrachten zwei Vektoren @ und b , die
ein Dreieck aufspannen, wie abgebildet. In
einem allgemeinen Dreieck gilt der Kosi-
nussatz der Trigonometrie, von dem unsere
Rechnung ausgeht:

c2=a24+b%2-2-a-b-cosy Kosinussatz

— — - a = 2 2
[TR=1TP+Ib -2 1T 5] cosy T=(y) lAP=al+a
[TP=ZP+|b=2-3 b Def.des —>_(b1) 21212

Skalar- b= b, b1 =b+b)
R _ produktes —)_(b]_a]) 22— (h _ a2 —a)2
2.3 -b =2 +|b|* - | Umformung € =lo,-a,) [CF=®r=a)7+ by ~ay)

Durch Einsetzen der rechts aufgefiihrten Darstellungen fiir die Betréige der Spaltenvektoren @, b
und ¢ folgt:

2.3 -b=al+al+b+b2— (b, —a)? - (b,-ay’
2.7 b =2a,b, +2a,b,
@ -b =a,b, +a,b, Das Skalarprodukt

Analog ergibt sich fiir dreidimensionale (Kuold ety

Spaltenvektoren die Formel — — a;) (b
p _) a-b =(a;)‘(bi)=a1b1+a2b2
@ -b =a;b, +a,b,+a;b,.
— a b
Das Skalarprodukt von Spaltenvektoren a-b= (a;) 0 (b; =a;b, +a,b, +a;b;,
ldsst sich also als Produktsumme von Ko- a 3
ordinaten darstellen.
Beispiele: Ubung 2 Koordinatenform
a) Berechnen Sie das Skalarprodukt von
()-[)=1-3+2.227 U
aundb: a=|-5|, b=[-=2
| ) 2 2
(2) . ( 3) =1-2+2-3+1-(-4)=4 b) Fiir welchen Wert von u ist das Skalar-
1/ -4 produkt von @ und b gleich null?
2\ (3 O S i e
(—1)-—2):2-3+(—1)~(—2)+4-(—2)=0 a=l2ul, b=|3
4] \=2 -1 2

Im Folgenden werden wir sehen, dass viele Probleme durch Anwendung des Skalarproduktes
vereinfacht gelost werden konnen. Oft_) benotigt man dabei beide Darstellungen des Skalarpro-
duktes, die winkelbezogene Form @ - b =|a’| - |b | - cosy sowie die koordinatenbezogenen For-

— >

-
mena -b =ab, +a,b,bzw. @ - b =a;b, +a,b, +a;b,.
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3. Berechnen Sie in den abgebildeten Figuren das Skalarprodukt @ - b.
a) Verwenden Sie die Kosinusform des Skalarproduktes. Die benétigten Liangen und Winkel
konnen mit dem Geodreieck gemessen werden.
b) Verwenden Sie die Koordinatenform des Skalarproduktes.

/
i

d b a B’

®y
Sy

4. Berechnen Sie die angegebenen Skalarprodukte.

a) b p C
q
< »
b|3
e
ﬁ
1 A F B
Z-b,2-C,b-C DA - DF, FB - FD,

AF - AD, DC - DF

5. Errechnen Sie die folgenden Skalarprodukte.
8 0 2a a a b
e AL L
2 1 1 a a 0
6. Wie muss a gewihlt werden, wenn die folgenden Gleichungen gelten sollen?
a 2a a-1 1 1
a)(z- 1):0 b)(z -1 c)( I ) —6
2

1 a
: (Za 1|+(2
4 a a
7. Die Abbildung zeigt eine gerade quadra- z

1 2 a
tische Pyramide mit den Seitenlingen

|AB |=6, IBC | = 6 sowie der Hohe h = 3.

a) Berechnen Sle die Skalarproduk-
te § SB SC, AD - DC, AC - BD,
BA - BS.

b) Errechnen Sie das Skalarprodukt
SA SB. Errechnen Sie die Langen
|SA | und ISB |. Kbnnen Sie nun den
Winkel a = < ASB bestimmen?
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B. Skalarprodukt und orthogonale Projektion

Projiziert man den Vektor b orthogonal,
d.h. senkrecht auf einen zweiten Vektor @,
o) entsteht als Projektionsbild ein Vek-

b,

—>
u

W

tor b der kollinear (parallel) zum Vektor @’
verlauft

Berechnen wir nun das Skalarprodukt von
b, wobei wir b durch die Komponen-
tensumme b + U ersetzen (s. Abb.), so
erhalten wir nach nebenstehender Rech-
nung die Formel (1): @ - b=7- b)a.
Diese Formel macht eine interessante an-
schauliche Aussage iiber das Skalarpro-
dukt. Sie besagt ndmlich, dass zum Skalar-
produkt @ - b nur die Komponente b in
Richtung von @ beitriigt, nicht aber die
Komponente U senkrecht zu @.

denn @

- —
-u =lal-

—>

b

a

>
a

Skalarprodukt

a:

Als nichstes stellt sich die Frage, Wle man ¢ den Vektor b berechnen kann.

Dazu verwendet man den Ansatz b =r-

2 (reR), denn b ist kollinear zu a.

\

und orthogonale Projektion
Z-b=7-b,

Berechnung des Skalarprodukts a - b:
Tb=7-(b,+0)=7-b,+7-T=7-

Ul - cos90° =0

—

b

a

Beispiel: Bestimmung der orthogonalen Projektion i;a

b d b d -6
Berechnen Sie die orthogonale Projektion b, des Vektors b = (—6

auf den Vektor @’ =

-8

4

|

9
Losung: N
© Wir setzen den Ansatz b_a_ r- a in Glei- Berechnung von b ;;
: chung (1) @ - b—a-b ein, fuhrend1e 2-b=2-b
© Rechnung rechts durch und erhalten b 7.5 =7 r;
. Im Bild unten ist die Projektion sklzmert g _6 X o
- - - -8r
4/ 19 4/ \ 4r
= 36 =144r
sr=l
e[
= == 8|=1| 2
Lol 1

Ubung 8 Orthogonale Projektion

Berechnen Sie die orthogonale Projektion b von b auf @ und fertigen Sie eine Skizze an.

-2 o (8 2 o (12
a)b=4aufa=6 b)b=—4aufa=—6
6 0 5 3

b =(;)aufﬁ>=(

d
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2. Winkel- und Flachenberechnungen

A. Der Winkel zwischen zwei Vektoren

Mit Hilfe des Skalarproduktes zweier Vektoren konnen sowohl Léingen als auch Winkel auf
vektorieller Basis gemessen werden. Die Grundlage bilden hierbei die beiden folgenden Sétze.

Bildet man das Skalarprodukt eines Vektors
mit sich selbst, so erhilt man das Quadrat
des Betrages des Vektors: Fiir den Betrag (die Linge) eines Vek-
tors @ gilt die Formel

Der Betrag eines Vektors

7.7 =|2] |7 cos0° =T
[ —

|2?=a -3 bzw.|a|=Va - 7.

Beispielsweise hat der Vektor @’ =
2 2
6| 6
-3 -3

Zwei Vektoren @ und b bilden stets zwei
Winkel. Der kleinere der beiden Winkel

2
6) die Linge 7, denn es gilt:
-3

7= =4+36+9=49=|7|=V49 =7.

Die Kosinusformel

wird als Winkel zwischen den Vektoren be- 2 und b seien vom Nullvektor ver-
zeichnet. Er kann mittels Skalarprodukt schiedene Vektoren und vy sei der Winkel
berechnet werden. Lost man die_) Skalar- zwischen ihnen. Dann gilt:
produktgleichung @ - b =|a|-|b]|- cosy 7.5 iy

. . cosY=——5
nach cosy auf, so erhdlt man die soge- 2161 {'
nannte Kosinusformel, die zur Winkelbe- a

rechnung verwendet wird.

> | Beispiel: Winkel zwischen zwei Vektoren

Errechnen Sie den Winkel zwischen den Vektoren @ =

4 - (7
5/und b = (5)
3 1

. Losung:
- Wir errechnen zunichst die Betrége von a

- undb: [T]=V7 -7 =V50,|b|=75.
Nun wenden wir die Kosinusformel an:

_’b
= 14
RN WF = 0,9145.

© Mitdem Taschenrechner (cos™!-Taste) folgt
> vy = 23,87°.




2. Winkel- und Fldchenberechnungen

Beispiel: Winkel im Dreieck
Gegeben sei das Dreieck mit den Ecken
P(51511), Q(611]2), R(1/0]4). Bestim-
men Sie die Grofle des Innenwinkels y
am Punkt R des Dreiecks.

© Losung:

: Wir stellen die beiden Dreiecksseiten, die
. am Winkel v anliegen, zuniichst durch die
© Vektoren @ = RP und b = RQ dar.

v ldsst sich als Winkel zwischen diesen Vek-

© toren @ und b auffassen. - = — —— (6} 1 5
© Nun konnen wir mit Hilfe der Kosinusfor- b=RQ=0Q-OR = (é) - (2) - (_12)
© mel den Kosinus des Winkels y bestimmen. _ F-b _ 204546 _

© Wir erhalten cosy = 0,8004. O = 6T V50 Va0 0,8004

» Hieraus folgt unmittelbar y = 36,83°. v = 36,83°

Ubung 1 Winkel zwischen Vektoren _
Bestimmen Sie die GroBe des Winkels zwischen den Vektoren a2 und b .

1\ 4\ _ 2
2),b = 3),b :(—4)

= _(3\ R _(3 = =
a)a—(),b—(_) b)a—_3 3 :

) -
-4 c)a=
0

Ubung 2 Winkel in Ebene und Raum
Bestimmen Sie die Grof3e des Winkels o mit Hilfe von Vektoren.
a) iy b) z

1

. y
1
X

Ubung 3 Winkel im Dreieck

Bestimmen Sie alle Winkel im Dreieck PQR.

a) P(314), Q(613), R(310) b) P(31411), Q(61312), R(3013)

c) P(61318), Q(714]3), R(4]412) d) P(112]2), Q(314]2), R(2I3]2 + V3)

>

Ubung 4 Parameteraufgabe

4
4
2

Gegeben sind die Vektoren @’ =

- /6
und b = (o). Berechnen Sie diejenigen Werte der Koordinate
VA

z, damit der Winkel zwischen 2 und b eine GroBe von 45° hat.
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B. Orthogonale Vektoren

Zwei Vektoren 2 und b (7, b = 0) wer-

. Orthogonalitatskriterium
den als zueinander orthogonale Vektoren 8

bezeichnet, wenn sie senkrecht aufeinanil)er Zwei Vektoren 2 und b (a, b=+ 6) sind
stehen (symbolische Schreibweise @ L b ). genau dann orthogonal (senkrecht),
Mit Hilfe des Skalarproduktes kann man wenn ihr Skalarprodukt null ist.
tiberpriifen, ob zwei Vektoren @, b#0 715 o 7-5=0
orthogonal smd o _
Ist? - b —O alsgll_)l | cosy=0,so
folgt wegen |a| =0, |b] = 0 sofort ) -
cosy=0,d.h.y=90°. 4 b
Dann s1nd a ] und b orthogonal.
Ist@ - b = 0 SO 1st cosy = 0, also y # 90°.
Dann sind @ und b nicht orthogonal.
> | Beispiel: Orthogonale Vektoren Losung:
. | Priifen Sie, ob zwei der drei Vektoren 2-b=1 > 7, b sind nicht orthogonal.
orthogonal sind. 2 -C =0 =7, sind orthogonal.
2= é b= é), < :( 2) b -CT=15=b, < sind nicht orthogonal.
: 4 -1 -3
2

> | Beispiel: Rechtwinkliges Dreieck

.| Priifen Sie, ob das Dreieck mit den Eck-
punkten A (0[0[4), B(2]2]2), C(0|3]1)
rechtwinklig ist (Schrigbild anfertigen).

© Losung:

: Im Schrigbild ist die Rechtwinkligkeit des
. Dreiecks nicht erkennbar.

. Bilden wir jedoch rechnerisch die Seiten- N 2\ 0 — (-2
vektoren und berechnen dann deren Skalar- AB ( ) AC = ( ) BC = ( )
. produkte, so stellt sich heraus, dass das ) -
> Dreieck bei B rechtwinklig ist. AB - AC = 12, BA -BC = 0, CB -CA =6

2 3 -1

Ubung 5 Orthogonale Vektoren
Suchen Sie unter den gegebenen Vektoren @ =
alle Paare orthogonaler Vektoren.

UbungG Rechtwinklige Dreiecke a) A(2]12/10), B(1]4[2), C(3]|2|5)
Untersuchen Sie, ob das Dreieck ABC b) A(3|-112), B(4|2]1), C(-3]2|5)
rechtwinklig ist. c) A(21513), B(6]7|-1), C(3|715)
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B

>

C. Der Flacheninhalt eines Dreiecks

Flacheninhalt eines Dreiecks
Spannen die Vektoren @ und b im An-
schauungsraum ein Dreieck auf, so gilt
fiir dessen Flacheninhalt A die Formel:

A=NT2. 52— D).

Beweis:
Ausgehend von der Standardformel fiir den
Dreiecksinhalt

_ 1 _ 1=

ergibt sich die obige Formel nach neben-
stehender Rechnung.
Dabei kommen die trigonometrische Be-

ziehung siny = I?hI und die Kosinusformel
s

Z-b = |- IB)I- cosy zur Anwendung.

Beispiel: Bestimmen Sie den Inhalt des
Dreiecks mit den Eckpunkten A (1]2]5),
B(4|5]1), C(-21612).

Losung:

. Das Dreieck wird von den beiden Vektoren
: —_— 3 — —_— -3
- @a=AB=|3|lundb =AC =| 4
: -4 -3

aufgespannt. Der Flicheninhalt des von a

—

. und b aufgespannten Dreiecks wird mit
- der oben aufgefiihrten Formel berechnet.

>

Resultat: A = 15,26.

Dreieck

Ubung 7 Oberfliiche einer Pyramide
Bestimmen Sie den Oberflacheninhalt der
Pyramide
a) mit den Eckpunkten A (3(3]0),

B (111]4), C(61012), D (41413);
b) aus nebenstehendem Bild.

Ubung 8 Inhalt eines Dreiecks

Wie muss z gewihlt werden, damit das
Dreieck ABC den Inhalt 15 besitzt?
A(1]112), B(1]-2|z), C(7]-2]6)

b h
Y
a
Rechnung:
=Lz h=L171-151- si
A—2|a| h—2|a| |b |- siny
=3 VTP siny
1./= g
=II@P- 1B P (1 - cos?y)
= NIFP - [BP-1TP - B P cos’y
=172 57— @ by

Sy

1

e o

NF2-B2-(T -b)

V3434 -152=15,26

Dreieck —

= =
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9. Winkel und Fléiche eines Dreiecks
Gegeben ist das Dreieck ABC mit A (6]1]2), B(5]5]1) und C(1]0(4).
a) Fertigen Sie ein Schrigbild des Dreiecks an und berechnen Sie seine Innenwinkel.
b) Welchen Flicheninhalt hat das Dreieck ABC?

10. Parallelogramm
Bestimmen Sie mit Hilfe des Skalar-
produktes die Innenwinkel € und ¢ im
abgebildeten Parallelogramm. Berech-
nen Sie den Flidcheninhalt des Parallelo-
gramms konventionell und mittels Ska-
larprodukt(Hinweis:doppeltes Dreieck).

11. Rechtwinkliges Dreieck
Bestimmen Sie die Koordinaten eines Punktes C so, dass das Dreieck ABC mit A (1]1) und
B (4]5) rechtwinklig und gleichschenklig ist.

12. Winkel im Quader
Ein Quader hat die GrundflaichenmalRie
4 x3. Wie muss seine Hohe h gewihlt h
werden, wenn seine Raumdiagonalen
sich senkrecht schneiden sollen?

13. Doppelpyramide

Ein Edelstein hat die Form einer quadra-

tischen Doppelpyramide mit den in der

Zeichnung angegebenen Maflen (Ab-

stinde gegeniiberliegender Ecken).

a) Welche Innenwinkel hat ein Seiten-
dreieck der Pyramide?

b) Wie grof} sind die Winkel <ASC
bzw. < SBT?

¢) Wie grof} ist die Oberflache des Kor-
pers?

14. Pyramidenstumpf
Betrachtet wird ein regelmiBiger qua- G(lols)
dratischer Pyramidenstumpf.

a) Bestimmen Sie alle Eckpunktkoor-
dinaten.

b) Errechnen Sie den Winkel < ABF.

c¢) Berechnen sie den Schnittpunkt der
Diagonalen BH und DF. Berechnen
Sie gegebenenfalls den Schnittwinkel.

d) Welchen Oberflacheninhalt hat der X
Pyramidenstumpf? ¥ A81010) B
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D. Die physikalische Arbeit

Abschliefend wenden wir das Skalarprodukt zur Berechnung der physikalischen Arbeit entspre-
chend den Ausfiihrungen zu dessen Einfiihrung auf Seite 64 an.

> | Beispiel: Ein Wagen wird auf ebener
.| Strecke 250 Meter weit gezogen, wobei
die Deichsel in einem Winkel von 30°
gegen die Horizontale geneigt ist.

In Richtung der Deichsel wird mit einer
Kraft von 150 N gezogen.

Welche Arbeit wird dabei verrichtet?

Losung:
. Arbeit = Kraft - Weg
»W=F -5 =IF|.I5]- cos30° = 150N - 250m -

b=

2 ~32476Nm

» | Beispiel: Ein UFO bewegt sich unter dem Einfluss
.| seiner drei Antriebsdiisen und des Windes vom Punkt
A (10]/10]20) zum Punkt B (800|200 500).

Welche Arbeit wird dabei von den Diisen verrichtet,

) - 100\ _, 200
wenn diese Krifte F | = 100), F, =] 300,
100 2000 2000
F ;=] 200| bewirken?
2000
: Losung:
: Wir bestimmen zunéchst durch Addition von F,, F, und F3 die resultierende Gesamtkraft F
: - 400
sowie durch Subtraktion der Ortsvektoren von B und A den Wegvektor 5: F =| 600/,
_, |79 6000
S =190}
480

» Nun bilden wir das Skalarprodukt und erhalten als Resultat: W = F -5 =3310000Nm.

Ubung 15

Ein Segelboot wird so gesteuert, dass der )/
Wind mit einem Winkel von 40° zur Fahrt- /
richtung einfallt. =

Der Wind iibt auf das Segel eine Kraft von
2500N aus.

Wie grof3 ist die vom Wind nach einer Fahrt-
strecke von 10km am Boot verrichtete Ar-
beit?
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3. Untersuchung von Figuren und Korpern

In den folgenden Beispielen und Ubungen werden einige Inhalte dieses Kapitels in zusammen-
gefasster Form auf Figuren und Korper angewandt.

> | Beispiel: Parallelogramm

. | a) Zeichnen Sie in einem Koordinatensystem die Punkte A (6/3]1), B (5/6]2) und C(1]5/4).

b) Bestimmen Sie einen weiteren Punkt D so, dass das Viereck ABCD ein Parallelogramm ist.
Zeichnen Sie das Parallelogramm ABCD im Koordinatensystem ein.

¢) Bestimmen Sie die Grofle des Innenwinkels o des Parallelogramms bei Punkt A.

d) Berechnen Sie den Umfang und den Fldcheninhalt des Parallelogramms.

© Losung zu a: Zeichnung zu a und b:

Wir zeichnen ein kartesisches Koordinaten- z4 C

. system und tragen die Punkte A bis C ein. D

: |

. Losung zu b: /l >

. Die Koordinaten des Punktes D erhalten } M Y

: wir durch Verschiebung des Punktes A mit /A

. dem Verschiebungsvektor BC (s. Abbildung) ¥ x

 'Wir erhalten so den Punkt D (2]2]3).

Durch Einzeichnen der Verbindungsstre- Bestimmung des Punktes D:

. cken entsteht das Schrigbild des Parallelo- )

- gramms. oD = 0% + B¢ = 3| +[1]-

: 1 2/ 13

: Losung zu c:

. Der Winkel o bei Punkt A ist der Winkel Winkelberechnung:

. zwischen den Vektoren AB und AD. ’

. Er wird mit der Kosinusformel bestimmt: . (_zl) : (:?)

Das Resultat lautet: o = 78,6°. cosa = |Ai§| ~'|AAIl))| = ‘ﬁl \ﬁz F =0,1974

o = o = arccos0,1974 = 78,6°

© Losung zu d:

© Der Umfang U de des Parallelogramms ist

. gleichU=2- (|AB | + |AD ) = 15,8. Umfang und Fldche des Parallelogramms:

© Die Fliche des Parallelogrammms ABCD U=2-(AB |+|AD )=2-(V11 +V21)=158

. ist doppelt so groB wie die Fliche des Drei-

g ecks ABD, welche mit der Flicheninhalts- A=2- (%\/(E’)Z .(AD)>- (AB - AD ?
formel fiir Dreiecke bestimmt werden kann. —\TT-21-0 =222 ~ 149

» Resultat: A = 14,9

Ubung 1 Trapez

a) Zeichnen Sie ein Schrigbild des Vierecks ABCD mit A (1|3|1), B (5|7|-3), C (-24/0), D (—=4[2]2).
b) Weisen Sie nach, dass das Viereck ABCD ein Trapez ist.

c¢) Berechnen Sie den Umfang des Trapezes.

d) Wie grof ist der Innenwinkel des Trapezes bei Punkt B?
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I1LE=10m.

Welche Hohe hat die Pyramide?

Grundfliche der Pyramide?

a) Zeigen Sie: Die Grundflidche ist ein Quadrat.
b) Wie lautet der Mittelpunkt M des Quadrats?

Beispiel: Langen und Winkel in einer Pyramide
Eine Pyramide ist im Lauf der Jahrtausende im Sand
etwas abgekippt. Das Viereck ABCD mit A (13]0]0),
B (13125), C(0[1215) und D (0]0]0) ist die Grund-
fliche der Pyramide. Die Spitze ist S(6,5]1]14,5),

c) Welchen Winkel bildet die Kante AS mit der

. Losung zu a:

. Wir liberpriifen die Seitenléingen und Dia-
. gonalen im Viereck ABCD, denn beim
© Quadratsind typischerweise die vier Seiten
gleich und die beiden Diagonalen ebenfalls.
© Wir bestimmen also die vier Seitenvekto-
. ren der Grundfliche und berechnen ihren
. Betrag. Sie sind alle gleich lang.

. Das Gleiche gilt fiir die beiden Diagonalen-
. vektoren. Damit ist klar: Die Grundfliche
. ABCD ist ein Quadrat.

Losung zu b:
Den Ortsvektor des Punktes M ghﬁlt man,
indem man zum Ortsvektor O des Ur-

sprungs die Hilfte des Diagonalenvektors

DB addiert.

. Ergebnis: M (6,56]2,5).

Der Hohenvektor MS hat den Betrag
- IMS | =402+ (=5)2 + 127 = 13. Dies ist die
. Hohe der Pyramide.

Losung zu c:

© Der Winkel a zwischen der Seitenkante AS
© und der Grundfliche ABCD entspricht dem
© Winkel zwischen der Seitenkante AS und
: der Strecke AM.

Der Kantenvektor AS hat den Betrag
CJAS | =V(=6,5)2 + 12+ 14,5% = 15,92.

Wir kennen nun die Léngen von Gegenka-
. thete MS und Hypotenuse AS im recht-

>

: winkligen Dreieck AMS und koénnen somit

den Winkel o = 54,7° berechnen.

Seitenldngen ders Grundfidche:

— 0 — — [-13) —
AB = 12)=DC,AD= 0)=BC
5 0

|AB|=|DC|=V0?+ 122+ 52 =13
|AD |=|BC|=V132+ 02+ 02 =13

Diagonalenldngen der Grundfidiche:

., ([-13 — [-13
AC =| 12 BD =(-12
5 =5

|AC|=|BD| =+v338

Ortsvektor des Mittelpunktes M,

Hohenvektor MS :

— == 13 6,5

OM =§DB =3(12|=16
5 2,5

rr=d —_— —_— 0
MS =0S - OM =(—5)
12

Winkel o: S

A

. _ GK _IMS| _ 13 _
SN0 = {9 = a5 = 75,02 ~ 08166

> ax547°

A
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2. Vierecksuntersuchungen

a) Zeigen Sie: Das Viereck ABCD mit A (1|-2[4), B (512]0), C (913/0) und D (7|1|2) ist ein Trapez.

b) Zeigen Sie: ABCD mit A (—3|1/2), B(116]4), C(4]|8]|1) und D (0|3|-1) ist ein Parallelogramm.

c¢) Gegebenistdas Dreieck ABCmitA(—31112),B(11314)und C (31518). Gesuchtistein PunktD,
der das Dreieck zu einem Parallelogramm ergiinzt.

3. Raute
a) Zeigen Sie, dass B (5/3/2) und D (4|6|4) von Punkt A (3|2]6) gleich weit entfernt sind.
b) Wie muss Punkt C gewihlt werden, damit das Viereck ABCD eine Raute ist?
¢) Ermitteln Sie die Innenwinkel sowie den Fldcheninhalt der Raute ABCD.

=

. Dreieck: Nachweis der Gleichschenkligkeit
a) Zeigen Sie: Das Dreieck ABC mit A (1/4|2), B (3/2|4) und C(6|5[1) ist gleichschenklig.
b) Bestimmen Sie den Mittelpunkt der Seite AB sowie die Innenwinkel des Dreiecks.

9]

. Dreieck/Viereck: Nachweis der Rechtwinkligkeit
a) Zeigen Sie: Das Dreieck ABC mit A (1/4]2), B (3/2]4) und C (5/616) ist rechtwinklig.
b) Zeigen Sie: Das Viereck ABCD mit A (1/4|2), B(31214), C(9|5]|1) und D(7]7|-1) ist ein
Rechteck.

=

. Dreiseitige Pyramide

a) Geben Sie die Koordinaten der Eck-
punkte der Pyramide an.

b) Berechnen Sie die Seitenlingen AB
und AS der Pyramide.

¢) Welcher der beiden Winkel <BAS
oder < CAS ist der grofere?

d) Bestimmen Sie das Volumen und die
Oberflache der Pyramide.

7. Pyramidenstumpf
ABCDEFGH sei ein Pyramidenstumpf.
Von der Grundfliche ABCD ist bekannt: A (12]0]0), B (12/12]0), C(0[12]0), D (0]0]0)
Von der Deckfliche EFGH ist nur der Punkt F bekannt: F(9(9(4)
a) Ermitteln Sie die Koordinaten der Deckflicheneckpunkte E, G und H.
b) Fertigen Sie ein Schrigbild des Pyramidenstumpfes an.
¢) Berechnen Sie die Grof3e der Winkel < BAE und < AEF. Ie
d) Berechnen Sie den Fldcheninhalt der Trapezes ABFE.
e) Wie grof} ist die Oberflache des Pyramidenstumpfes?
f) Wie grof} ist das Volumen des Pyramidenstumpfes? A
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Die folgenden Ubungen sollen ohne Hilfsmittel gelost werden.

1.

Skalarprodukt
a) Geben Sie die Definitionsgleichung des Skalarproduktes an.

1\ - [2
21, b =15/

b) Berechnen Sie das Skalarprodukt der Vektoren @ =

c) Gegeben ist das Trapez ABCD. Be-
rechnen Sie mit Hilfe eines geeigne-
ten Koordlnatensystems die Skalar-

—

produkte @ b, b-C.b-d.

. Orthogonalitiit
a) Formulieren Sie das Kriterium fiir die Orthogonalitit zweier Vektoren @ und b.
b) Entscheiden Sie begriindet, welche der folgenden Vektoren orthogonal zueinander sind.

6
1
-2

—

d =

. - (-1 4
a =( 2), b :(—3), C :(—1 ,
-2 1 1

1 u
¢) Untersuchen Sie, fiir welche Werte von u die Vektoren |u| und |2u| orthogonal sind.

3

d) Untersuchen Sie, ob das Dreieck ABC rechtwinklig ist.

(1) A(2]614), B (4]14]6), C(0]14|10)

e) Bestimmen Sie die senkrechte Projektion B)a

des Vektors b =

7

. Flacheninhalt

-1
5| auf den Vektor @’ =

(2) A(61412), B (81816), C(41917)

Berechnen Sie den Flicheninhalt des Dreiecks ABC mit A (0|0|0), B (4/4]2) und C(-2|4|-4).

. Winkel

Gegeben ist der abgebildete symmetri-
sche Pyramidenstumpf, der eine recht-
eckige Grundfldche und eine rechteckige
Deckfldche hat. Er hat die Hohe h = 6.
Berechnen Sie die Winkel o, § und y.
Sie konnen folgende Information ver-
wenden:

arccos% = 64,6°, arccos% = 73,4°.

. Skalarprodukt

Begriinden Sie: Ist der Wlnkel Y ZwWi-
schen den Vektoren @ und b klemer als
90°, so ist das Skalarprodukt @’ b po—
sitiv. Ist der Winkel y groBer als 90°,
ist das Skalarprodukt @ b negativ.

z

1




80 Mathematischer Streifzug

Elementargeometrische Beweise
mit dem Skalarprodukt

Das Skalarprodukt wird haufig fiir Winkelberechnungen verwendet. Aber es kann auch zum
Nachweis elementargeometrischer Eigenschaften und Satze eingesetzt werden, die mit Ortho-
gonalitdt zu tun haben, was im Folgenden angesprochen wird.

Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck
ABC mit der Hohe h und den Hypotenusen-
abschnitten p und q.

Beweisen Sie: h>=p - q.

A
Losung:
Wir belegen zunichst die Seiten, Hohe und die Hypotenusenabschnitte mit Vektoren, wie abge-
bildet. Dann nehmen wir alle Voraussetzungen in eine Sammlung auf zum Zweck des spiteren
Gebrauchs. SchlieBlich weisen wir durch eine Kettenrechnung h? = p - q nach.

Beweis: Vektorbelegungen:

h2=|E|2:H _H: Rechengesetz ?:E, g:A—_C)), T=AB. h =DC,
=(b-q)-h_ nach (3) q =AD, p =DB
=b-h-q-h Rechengesetz
= E, -h nach (8) Sammlung der Voraussetzungen:
=b-(3+p) nach (4) T4
=b-a+b-p Rechengesetz 8; % : % %
=b .5; nach (5) 3 H:B) >
=(@+h)- P nach (3) (4)H:§+%
= -p+h-p Rechengesetz T o oo
:%% p nachaf 5) TLY, dhT b =0
=|q|-|p|-cos0°  Definition des SP Eg; E i < g E % e ig
=|q|- 7] da cos0° = 1 ist L-P, 0P =
B @ hLg,dhh-§G=0

1. Kathetensatz
Im rechtwinkligen Dreieck gelten die Bezichungen a> = p - ¢ und b? = q - c. Beweisen Sie diese
mit Hilfe des Skalarproduktes. Gehen Sie dhnlich vor wie im obigen Beispiel.

2. Alternativer Beweis des Hohensatzes
Erlauterg Sie ii)en folgenden Kurzbewels des Hohensatzes schnttwelse (s1ehe Zelchnung oben):
0=a-b=(h-P)(§+h)=h-G+h-h-pP-G-p-h=h-h-p-g=h>-p-q
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3. Diagonalen einer Raute

Zeigen Sie mit Hilfe des Skalarproduktes,
dass die Diagonalen einer Raute senkrecht
aufeinander stehen.

4. Beweisen Sie die Umkehrung der Aussage
aus Ubung 3:

Stehen in einem Parallelogramm die Diago-
nalen senkrecht aufeinander, ist es eine Raute.

5. Beweisen Sie:
Ein Rechteck ist genau dann ein Quadrat, wenn seine Diagonalen senkrecht aufeinander stehen.

6. Satz des Pythagoras

Beweisen Sie:

a) In einem rechtwinkligen Dreieck mit der
Hypotenuse ¢ und den Katheten a und b
gilt: a%+b%=c>

b) Gilt in einem Dreieck mit den Seiten a, b
und c die Gleichung a? + b% = c?, so ist
das Dreieck rechtwinklig.

7. Senkrechte Strecken im Quader
Zeigen Sie, dass in einem Quader mit qua- cl T
dratischer Grundfliche die Grundflichendia-

gonale e und die Raumdiagonale f senkrecht b
zueinander stehen. a ry —
Seitenquadrate: Diagonalenquadrate:

8. Quadrate im Parallelogramm
Beweisen Sie: In einem Parallelogramm ist
die Summe der Diagonalenquadrate ebenso

}

grol wie die Summe der Seitenquadrate b
(siehe Abbildung). _
a
9. Satz des Thales
Der Satz des Thales besagt: Liegt ein Punkt C C
auf dem Kreis mit dem Durchmesser AB, so X
hat das Dreieck ABC bei C einen rechten
Winkel. -

ol
=

Beweisen Sie diese Aussage. Verwenden Sie
die abgebildete Beweisfigur. Berechnen Sie
dazu@ - b. A r M

=
o]
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Skalarprodukt:

Skalarprodukt und
orthogonale Projektion:

Betrag eines Vektors:

Winkel zwischen Vektoren:

Orthogonale Vektoren:

Rechtwinkliges Dreieck:

Flicheninhalt
eines Dreiecks:

Kosinusform:

Koordinatenform:

Der Vektor B)a heif3t
orthogonale Projektion des &
Vektors b auf den Vektor @: ;

= B)a und @ sind kollinear. o >
- b, +T=b (TLT) b,

Fiir das Skalarprodukt @ - b gil: @ -b =2 - b,

=y

Der Betrag eines Vektors ist die Lange eines seiner Pfeile.

Ebene: @ = (4= |3 |=Va?+aZ=Va’=Va -a
a 1ta;
2
4

Raum: @ =|a,|=> |T|=Va?+a2+a2=\a’=Va - @
2 1taz;raj
a3

Kosinusformel: cosy =—- b,

[2]-|b]
— —
alb & @T-b=0

Das Dreieck ABC ist genau dann
bei C rechtwinklig, wenn eine der
folgenden Bedingungen gilt:

(1) c2=a%2+1b?

() T-b=0.

oy

Das von @ und b aufgespannte
Dreieck hat den Flidcheninhalt

A=W72.52-@ b




CAS-Anwendung

CAS-Anwendung

Winkelberechnungen, Orthogonalitit von Vektoren

Zur Bestimmung von Winkel- und Fldchengrofen dient das Skalarprodukt zweier Vektoren, das
als Ergebnis eine reelle Zahl (einen Skalar) hat. Vor der Durchfiihrung von Winkelberechnungen
sollte man darauf achten, dass die Handheld-Einstellungen (Hauptmenii, Einstellungen, Ein-
stellungen, Allgemein) geeignet gewihlt sind (Grad statt BogenmaB).

Dieselben Funktionen, die hier auf Notes-Seiten vorgestellt werden, konnen auch auf Calculator-
Seiten verwendet werden. Notes-Seiten bieten den Vorteil, dass man sie speichern und mit
anderen Werten wiederverwenden kann.

Beispiel: Skalarprodukt von Vektoren 1
Berechnen Sie das Skalarprodukt der Vektoren @ = (2
1

- 2
und b ={ 3|.
-4

Losung:

. Die Vektoren werden zunichst mit den
© Bezeichnungen va und vb festgelegt.

: Auf einer Calculator-Seite kann man das
: Skalarprodukt mithilfe der Funktion dotp 1
: berechnen. Bei der Arbeit in einer Math- ;
: Box findet man sie unter Berech-
: nungen » Matrix & Vektor » Vektor » Ska-
larprodukt.

© Weniger zeitaufwindig ist es jedoch,

. dotP(va,vb) direkt hinzuschreiben.

>

Skalarpraoduk. ren =

v

! [2
Vektoren: vai=| , |'vbi= 4
-4

Skalarprodukt der belden Vektoren a und b:

dotp(vavb) + 4|

Man erhilt: @ - b = 4.

Beispiel: Orthogonalitit von Vektoren mit Parameter
Priifen Sie, ob es einen Wert fiir a gibt, sodass die Vektoren @’ =
zueinander sind.

2a

>2|lund b =1 orthogonal

Losung:

Zwei Vektoren sind genau dann orthogonal,
© wenn ihr Skalarprodukt null ist. Dies hingt
. hier vom Parameter a ab. Es ist also die
© Losung a der Gleichung @ - b =0 mit dem 4
. CAS zu bestimmen. g

g ia 2al
Velktoren: va = zlvh:- o L

83\/—

. Dazu werden die Vektoren mit den Be-
. zeichnungen va und vb festgelegt. Mit
© dem Befehl solve(dotP(va,vb)=0,a) ergibt
. sich die Losung a = —1; die Vektoren sind
© also genau dann orthogonal, wenn der Pa-

>

rameter a den Wert —1 hat.

-_ch'-'ql_do:PI:n vb;'l-ll;_n:l v gm-1 I

yblg=-1+| .
i

thPl:Hl_'llb:II.::;-] . 0 ' o

vajg=-1 =
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> | Beispiel: Winkelberechnung
. | Berechnen Sie auf einer Notes-Seite die GroBe des Winkels (im GradmaB) zwischen den

4 -
ilund b =
2

Vektoren @ =

-1

© Losung:

. Es wird die Kosinusformel (vgl. S.70) ver-
: wendet in folgender Form:

117 - Bl )

: 1Tl 151

. Auf einer Notes-Seite gibt man die Vekto-
 ren va und vb ein; die Koordinaten k6nnen
jeweils verdndert werden. Bei den trigono- phi =cos"
. metrischen Funktionen findet man cos™,
. den Betrag erhiilt man mithilfe der Funktion
© norm und [cu] (enter] liefert schlieBlich den
> Néherungswert 41,1497°.

E

: _ Vektoren: va:={
© y=cos

|2

Winkel (als Maherungswert in *):

|d-:-t[r'.rn_vb:l| \
—J 1. » 411497
,nc-r'mJ.l'I_] r.nrm[tl h:'.

> | Beispiel: Betrag eines Vektors auf zwei Arten

Bestimmen Sie die Linge des Vektors @ = ‘1‘ auf zwei verschiedene Arten.
2
Losung:
Die Lénge eines Vektors ldsst sich mithilfe
des Skalarproduktes ebenso bestimmen 2T Ta
wie mithilfe der Funktion norm. Auf beide Vektor vai=l 4 | * |
Arten erhilt man das Ergebnis V21. j 3

Lange des Vektors:

o
a nf.-m:('ﬂ_. =y

E— i
b) Jdotplva,va)

i

Ubung 1

Betrachten Sie die vom Parameter teIR abhiingigen Vektoren @ = und b =

N (t+1

—2 0
Ermitteln Sie experimentell einen Wert fiir t, so dass der Winkel zwischen den beiden Vektoren
ca. 47° betrigt. Gibt es Werte des Parameters t, so dass der Vektor @ die Linge 3 hat?

Ubung 2
Die Vektoren U und V sind gegeben, der Vektor W hat die Koordinaten x, y, z. Was wird mit
solve (dotP(u,w)=0 and dotP(v,w)=0 and x"2+y*2+z"2=1, {x,y, z}) berechnet?
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- Zuniachst werden die Vektoren mit den

Flachenberechnungen mit dem Skalarprodukt

Auf Seite 73 findet man die Formel A = %\/ (@ - @)(b - b) = (@ - b)? fiir den Flicheninhalt eines
Dreiecks, das durch die Vektoren @ und b aufgespannt wird. Das durch dieselben Vektoren

aufgespannte Parallelogramm hat den Fldcheninhalt A = \/(E) . 5’)(3 . F) -(a - E’)z'
Im Folgenden werden diese Formeln mit dem CAS fiir Flichenberechnungen angewendet.
Hinweis: Nach Einfiihrung des Kreuzproduktes vereinfacht sich die Berechnung.

Beispiel: Flacheninhalt eines Dreiecks
Bestimmen Sie den Flicheninhalt des von den beiden Vektoren @ =
spannten Dreiecks mithilfe eines CAS.

3

1 —
2|und b =(-1]|aufge-

Losung:

© Bezeichnungen va und vb festgelegt. Die
. Berechnung kann dann auf einer Notes-
. Seite durch Eingabe der folgenden Zeile | |
erfolgen: Flacheninhalt des Drefecks:

__ JdotP(a,) - dot(b,b) - (dotP(a,b))? a
= 2

A

| f \ \ ! W
JdotPlva,va) dc-tl-'l:ub_vb,—lidc-t:—'[v a,vb)|

Ergebnis: A = %\5 FE

Ubung 3

Das nebenstehende Bild zeigt ein unregel-
mifBiges Neuneck. Wihlen Sie ein Koordi-
natensystem und beschreiben Sie das
Neuneck durch einen Vektorzug. Wihlen
Sie weitere Vektoren so, dass eine Zerle-
gung des Neunecks in Dreiecke entsteht
(Triangulation). Berechnen Sie dann den
Inhalt des Neunecks mit dem CAS.

Ubung 4
Durch die Punkte A (2|-3|-1), B(=1/4|1), C(-3|-5|-2) und D(-1|2]4) ist eine dreiseitige
Pyramide gegeben. Berechnen Sie mit dem CAS ihren Oberflacheninhalt.

Ubung 5

Durch die Punkte A (4|-3/1), B(4]3]1), C(4]0]5), D(-2]-3|-1), E(-2|3|-1) und F(-2]0]3) ist
ein schiefes, dreiseitiges Prisma gegeben. Berechnen Sie mit dem CAS dessen Oberfldcheninhalt.
Beachten Sie dabei, dass es sich bei Teilen der Oberflache um kongruente Figuren handelt.
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Das Skalarprodukt

1. Winkel zwischen Vektoren .

Berechnen Sie den Winkel zwischen den Vektoren @ und b .

3\ 4 2\ 4
-1}, b = -1}, b =

2 2
5 -1 3 -2

a) 7 = b) 7 =

2. Skalarprodukt
Ordnen Sie jeder Figur den passenden I I
Wert fiir das Skalarprodukt der beiden

dargestellten Vektoren zu. Eine Einheit v VI
entspricht einer Karolidnge. \/« : N

Werte fiir das Skalarprodukt: >

<v

=2 12 5 0 11 9

3. Parallelogramm

Ein Parallelogramm wird durch die bei-

den Vektoren @ und b aufgespannt.

a) Ermitteln Sie die Winkelgro3e o im
Parallelogramm.

b) Wie lautet die senkrechte Projektion
b, des Vektors b auf den Vektor @?

¢) Berechnen Sie die Fldche des Paral-
lelogramms.

4. Pyramide

Die Grundfliache einer dreiseitigen Pyra-

mide ABCS hat die drei Eckpunkte

A (13]3]-1), B(9]5]-5) und C(7]|9]-1)

und die Spitze S (6]318).

a) Berechnen Sie die Grofle des Winkels
BSA. Welchen Winkel bilden die
Kanten AB und AS?

b) Zeigen Sie, dass die Grundfldche der
Pyramide ein gleichschenkliges und
rechtwinkliges Dreieck ist.

¢) Welcher Punkt D erginzt die Grund-
fliche ABC zu einem Quadrat?

5. Flugroute
Ein Flugzeug passiert Punkt A (1/3/8) und zwei Minuten spiter den Punkt B (9/11/10) (Anga-
ben im km). Im Punkt B geht das Flugzeug vom Steigflug in den waagerechten Streckenflug
tiber. Geben Sie den Vektor an, der die neue Flugrichtung beschreibt. Wie grof3 ist der Winkel

2 9
der Kursidnderung? Losungen: S. mmm
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